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Abstract
Dans cet article, nous proposons un indice d￿eﬃcience relative des porte-
feuilles de titres permettant le classement d￿un ensemble de portefeuilles en
considØrant que l￿univers d￿investissement est rØduit ￿ l￿ensemble des titres ￿
classer. Cet indice est basØ sur l￿Øquation de la frontiŁre eﬃciente des oppor-
tunitØs d￿investissement retenues ; il ne nØcessite pas de rØfØrence ￿ un taux
sans risque ou ￿ un benchmark extØrieur. En consØquence, des portefeuilles
de nature diﬀØrente peuvent Œtre classØs ; la principale limite de cet indice
est toutefois l￿impossibilitØ de classer les portefeuilles situØs dans la partie in-
fØrieure de la frontiŁre, c￿est-￿-dire ceux qui sont dominØs par le portefeuille de
variance minimum.
1 Introduction
Chaque annØe, les professionnels de marchØ, la presse ￿nanciŁre et mŒme gØnØraliste1
se livrent ￿ l￿exercice pØrilleux consistant ￿ opØrer un classement des SICAV et FCP;
cette information est essentiellement destinØe aux investisseurs individuels, clients
actuels ou potentiels des diﬀØrents fonds. Pourtant les gØrants de fonds voient dans
ces classements la rØcompense de leur travail acharnØ ou la promesse de lendemains
qui dØchantent. Il est nØanmoins devenu de plus en plus complexe d￿opØrer de tels
classements et ceux-ci se font gØnØralement par catØgories de fonds. Dans le palmarŁs
∗Nous remercions Laurent Weill, Jacques ThØpot, Olivier Renault pour leurs commentaires lors
de l￿Ølaboration de ce travail, ainsi que les participants du sØminaire LARGE de Strasbourg et des
JournØes Internationales de l￿AFFI, Namur 2001. Nous remercions Øgalement Vincent Cayrol pour
nous avoir signalØ une erreur dans une prØcØdente version.
￿UniversitØ Louis Pasteur, Strasbourg I : roger@cournot.u-strasbg.fr
￿UniversitØ de Franche-ComtØ : merli@cournot.u-strasbg.fr
1Le journal Le Monde propose rØguliŁrement un palmarŁs europØen des SICAV, en collaboration
avec la sociØtØ Aptimum (www.aptltd.com), fondØ sur l￿APT de Ross (1976).
1du journal Le Monde, par exemple, il existe une centaine de catØgories et le classement
d￿un fonds est rØalisØ ￿ l￿intØrieur de sa catØgorie. La raison de cette catØgorisation est
simple ; une SICAV actions fran￿aises et une SICAV actions allemandes sont ØvaluØes
par rapport ￿ deux benchmarks diﬀØrents et chacune est classØe au sein d￿un groupe
relativement homogŁne.
Dans un marchØ de la zone euro sur lequel les investisseurs ne supportent plus
de risque de change, l￿ensemble de portefeuilles accessibles s￿est considØrablement
Ølargi et plusieurs milliers de fonds peuvent Œtre choisis. Il est clair qu￿un investisseur
restreindra ses choix ￿ un sous-ensemble mais ce dernier n￿a aucune raison d￿Œtre
homogŁne, au sens prØcØdemment ØvoquØ.
La question que nous souhaitons aborder dans ce cadre est celle de la dØtermi-
nation d￿un indice de performance relatif, dans un sous-ensemble donnØ de fonds,
sachant que dans l￿ensemble des opportunitØs, il semble diﬃcile de trouver un bench-
mark applicable ￿ tous les vØhicules d￿investissement considØrØs. Par ailleurs, la seule
information que nous supposons disponible est l￿historique valeurs liquidatives. En
d￿autres termes, compte tenu de l￿activitØ des gØrants, il n￿est en gØnØral pas possible
de dupliquer cette suite de valeurs liquidatives par un portefeuille statique, quel que
soit l￿ensemble des titres individuels considØrØ.
Pourtant, la question de la comparaison d￿un fonds investi majoritairement en
actions et obligations allemandes et d￿un portefeuille identique mais investi sur le
marchØ espagnol, est tout ￿ fait d￿actualitØ. Par contre la connaissance des perfor-
mances de ces fonds par rapport aux indices des bourses de Francfort et Madrid n￿est
pas suﬃsante pour opØrer un classement.
La thØorie ￿nanciŁre propose de nombreux indicateurs de performance dont l￿ob-
jectif est la prise en compte du trade-oﬀ entre risque et rentabilitØ. On peut cependant
diviser l￿ensemble de ces indicateurs en deux grandes catØgories selon que l￿Øvolution
de la composition des portefeuilles est supposØe connue ou non. Nous allons nous
intØresser ￿ cette derniŁre, en considØrant un investisseur qui souhaiterait comparer
les performances d￿un ensemble de vØhicules d￿investissement collectif de la zone euro.
L e sr a t i o sd eS h a r p e( 1966), de Treynor (1965), ou le α de Jensen(1968) sont
les exemples standards de critŁres de performance prenant en compte le trade-oﬀ
rentabilitØ-risque, mŒme si le premier dØ￿nit le risque ￿ partir de l￿Øcart-type des
rentabilitØs alors que les deux autres prennent en considØration le β du portefeuille
analysØ.
De maniŁre gØnØrale, ces indicateurs supposent l￿existence d￿un actif sans risque
et/ou celle d￿un portefeuille de marchØ (ou d￿un benchmark commun). Ils reposent
en fait sur l￿idØe de diversi￿cation optimale en rØfØrence ￿ la thØorie du portefeuille
de Markowitz (1952-1959) ou au MEDAF2.
Dans le contexte du marchØ euro, l￿utilisation d￿un proxy comme l￿indice Euro-
Stoxx50 est encore plus dØlicate que la rØfØrence au CAC40 pour le marchØ fran￿ais et
la cØlŁbre critique de Roll (1977) concernant le choix du portefeuille de rØfØrence prend
2ModŁle d￿Equilibre des Actifs Financiers de Sharpe (1964), Lintner (1965) et Mossin (1966).
2ici tout sons sens. Par ailleurs, la plupart des fonds auxquels nous faisons rØfØrence
sont constituØs d￿actions et d￿obligations, c￿est-￿-dire d￿actifs risquØs, avec une part
trŁs faible rØservØe au cash, c￿est-￿-dire ￿ l￿investissement en actif sans risque. En￿n,
comme nous l￿avons mentionnØ plus haut, nous ne connaissons pas la composition
des portefeuilles de ces fonds ni l￿Øvolution de celle-ci.
Compte tenu de ces contraintes, nous proposons dans cet article une mesure d￿ef-
￿cience relative des portefeuilles (permettant donc d￿opØrer un classement), le terme
relatif signi￿ant que l￿univers des opportunitØs d￿investissement est rØduit ￿ l￿ensem-
ble des fonds ØtudiØs. L￿indice que nous proposons repose sur le calcul de la frontiŁre
eﬃciente des actifs risquØs (Merton, 1972, Black, 1972), les actifs Øtant ici les fonds
analysØs. Nous mesurons ensuite, pour chacun des portefeuilles considØrØs une sorte
de ￿distance￿ par rapport ￿ cette frontiŁre et ce critŁre va permettre de classer les
portefeuilles3. Cet indice prØsente l￿avantage de ne pas faire rØfØrence au taux sans
risque ou ￿ un benchmark prØdØterminØ ; cependant, le portefeuille de variance min-
imum joue un r￿le particulier et sert de rØfØrence implicite. Toutefois, notre indice
d￿eﬃcience relative dØpend de l￿ensemble des fonds retenus au dØpart de l￿analyse et
que l￿on cherche ￿ classer.
L￿article est organisØ de la maniŁre suivante. La section 2 rappelle briŁvement les
critŁres classiques de performance et cette section s￿appuie sur l￿article de Grinblatt
et Titman (1995). Dans la section 3, nous calculons la frontiŁre eﬃciente et rappelons
les propriØtØs du portefeuille de variance minimum. La section suivante dØcrit l￿indice
proposØ et Øtablit ses propriØtØs essentielles. En￿n, la section 5 dØveloppe, par une
approche de simulation, une illustration ainsi qu￿une comparaison avec l￿indice de
Sharpe.
2 Les indices classiques de performance
Les deux ØlØments essentiels intervenant dans la formulation d￿un indice de perfor-
mance sont, d￿une part, l￿expression de la rentabilitØ relativement ￿ une rØfØrence
prØdØ￿nie et, d￿autre part, l￿ajustement au risque de cette mesure de rentabilitØ. Les
trois critŁres que nous rappelons briŁvement dans cette section sont les ratios de
Sharpe (1966) et Treynor (1965) ainsi que le coeﬃcient α de Jensen (1968). Le point
commun de ces trois critŁres est la nØcessitØ de disposer d￿un taux sans risque de
rØfØrence. Celui-ci intervient de maniŁre directe dans les deux premiers ratios et de
maniŁre implicite dans le α de Jensen. De plus, les deux derniers critŁres s￿appuient
sur le MEDAF alors que le ratio de Sharpe est fondØ sur le risque total du portefeuille
mesurØ par l￿Øcart-type des rentabilitØs. Cette formulation est toutefois discutable
car, comme le remarquent Grinblatt et Titman (1995), elle suppose implicitement
3Dans l￿esprit, notre indicateur suit plut￿t une dØmarche analogue ￿ celle que l￿on trouve dans les
mØthodes DEA (Data Envelopment Analysis) de Charnes, Cooper et Rhodes (1978). La diﬀØrence
importante est que nous ne pouvons nous restreindre ￿ des combinaisons linØaires de variances car
les covariances des rentabilitØs ne peuvent pas Œtre nØgligØes.
3que l￿investisseur investit dans un seul fonds alors qu￿il peut sans diﬃcultØs opØrer
une diversi￿cation sur plusieurs portefeuilles.
P o u rl af o r m u l a t i o nd ec e st r o i sc r i t Ł r e sn o u ss u p p o s o n sq u el em a r c h Ø￿nancier
comporte N titres, caractØrisØs par le vecteur des rentabilitØs ￿ r d￿espØrance r ∈ RN
et une matrice de variance-covariance Σ de dimensions (N,N). Un portefeuille est
un vecteur4 y0 =( y1,...,yN) vØri￿ant y01 =1 oø 1 est un vecteur de RN dont toutes
les composantes sont Øgales ￿ 1.O n n o t e￿ Ry = y0 ￿ r la rentabilitØ du portefeuille y




son espØrance. On a de plus σ2






est le coeﬃcient β du portefeuille y oø σMy e s tl ac o v a r i a n c ed el a
rentabilitØ du portefeuille y avec celle du portefeuille de marchØ ￿ RM. En￿n, rf dØsigne
le taux sans rique.
2.1 Le ratio de Sharpe
Il est notØ Sy pour un portefeuille y et dØ￿ni par :
Sy =
ﬂ Ry − rf
σy
Dans l￿espace Øcart-type, espØrance (notØ (σ,e) dans la suite) ce ratio exprime la
pente du segment joignant le point Af reprØsentatif de l￿actif sans risque, de coor-





y. Dans cet espace (σ,e), le portefeuille y∗ qui maximise le ratio de Sharpe est donc
c e l u ip o u rl e q u e ll es e g m e n tj o i g n a n tAf et By∗ est tangent ￿ la frontiŁre eﬃciente. Il
s￿agit donc du portefeuille de marchØ, si l￿on envisage le contexte du CAPM.
2.2 Le ratio de Treynor
Le ratio de Treynor d￿un portefeuille y est dØ￿ni par :
Ty =
ﬂ Ry − rf
βy
D￿un point de vue Øconomique, la diﬀØrence essentielle avec le ratio prØcØdent
rØside dans la mesure de risque qui normalise l￿excŁs de rentabilitØ. Ty considŁre
explicitement que, comme seul le risque systØmatique est rØmunØrØ par le marchØ,
c￿est le coeﬃcient β qui doit servir d￿unitØ de risque et la performance d￿un portefeuille
doit Œtre jugØe uniquement sur ce critŁre.
La relation caractØristique du CAPM s￿Øcrit :
ﬂ Ry − rf = βy
¡ ﬂ RM − rf
¢
(1)
4y0 dØsigne le transposØ du vecteur-colonne y
4Par consØquent, un portefeuille situØ sur la droite de marchØ des capitaux aura
un Ty Øgal ￿ ﬂ RM − rf. Si un gØrant possŁde une capacitØ de gestion supØrieure ￿ la
moyenne, le ratio de Treynor sera supØrieur ￿ l￿excŁs de rentabilitØ du portefeuille de
marchØ.
Les avantages de ce critŁre par rapport au prØcØdent sont clairs et ont dØj￿ ØtØ men-
tionnØs plus haut. Ses inconvØnients le sont presque autant par rapport au problŁme
que nous considØrons dans cet article. Il est nØcessaire de disposer d￿un portefeuille
de marchØ unique5 ; il en est de mŒme pour le taux sans risque.
De ce fait, ce critŁre semble diﬃcilement utilisable pour comparer diﬀØrentes
SICAV de la zone euro si l￿on souhaite pouvoir comparer des fonds essentiellement
￿domestiques￿ constituØs par des titres de pays distincts.
2.3 Le α de Jensen
Ce coeﬃcient est fondØ sur la mŒme idØe que le ratio de Treynor tout en ayant une
formulation additive alors que la formulation du prØcØdent Øtait multiplicative. Le
coeﬃcient α de Jensen est dØ￿ni pour un portefeuille y par :
αy = ﬂ Ry − rf − βy
¡ ﬂ RM − rf
¢
Au regard de la relation (1), l￿interprØtation est immØdiate. Un portefeuille pos-
sØdant un coeﬃcient αy signi￿cativement positif surperforme car il se situe au dessus
de la droite du marchØ des capitaux. On peut donc classer les portefeuilles par ordre
de coeﬃcient α dØcroissant. Les diﬃcultØs sont les mŒmes que pour le ratio prØcØdent
puisqu￿ici encore, la validitØ du CAPM est requise pour utiliser cette approche.
De maniŁre plus gØnØrale, lorsque le CAPM est vØri￿Ø et que le benchmark retenu
pour l￿Øtude empirique est eﬃcient, tout portefeuille passif (rØpondant ￿ une stratØgie
de buy and hold) est eﬃc i e n te tp o s s Ł d eu nT Øgal ￿ ﬂ RM−rf et un α Øgal ￿ 0. Tous les
portefeuilles passifs sont donc Øquivalents au regard de ces deux critŁres. A l￿inverse,
si le benchmark n￿est pas eﬃcient, la critique de Roll (1977) prend tout son sens,
￿ savoir que les rangs de deux portefeuilles peuvent Œtre inversØs si l￿on change de
benchmark.
3 FrontiŁre eﬃciente et portefeuille de variance
minimum
3.1 Notations et hypothŁses
Soit un marchØ ￿nancier comportant N titres caractØrisØs par le vecteur des es-
pØrances de rentabilitØ r et une matrice de variance-covariance Σ; soit un ensemble
5D￿un point de vue thØorique le portefeuille de marchØ est Øvidemment unique mais il est clair
que les proxys retenus pour l￿analyse empirique dØpendent le plus souvent de la nature des titres
dØtenus. S￿il s￿agit d￿actions fran￿aises, on retiendra plus facilement le CAC40 que l￿Euro-Stoxx50.





RN¢K dont le vecteur des
espØrances de rentabilitØ est notØ R ∈ RK et la matrice de variance-covariance V de
dimensions (K,K).
Les lois des rentabilitØs des titres individuels sont inconnues mais par contre R
et V sont supposØes connues ou peuvent Œtre estimØes ￿ partir des donnØes observØes
sur la valorisation de ces portefeuilles. Cette hypothŁse traduit le fait que le marchØ
des titres individuels est trŁs important et que les gØrants de SICAV investissent sur
d e ss o u s - e n s e m b l e sd ec e sN titres. Ce peut Œtre le cas si l￿on cherche, par exemple, ￿
comparer des vØhicules d￿investissement internationaux. Les hypothŁses habituelles
sur V et R sont les suivantes :
H1 : V est dØ￿nie positive
H2 : Il existe au moins deux portefeuilles j et k tels que Rj 6= Rk.
H3 : Le marchØ est parfait ; il n￿existe ni coßts de transaction, ni restrictions sur
l e sv e n t e s￿d Ø c o u v e r t .
Si H1 n￿Øtait pas vØri￿Øe, on pourrait construire un portefeuille sans risque et
l￿on se situe alors dans une problŁmatique diﬀØrente. Si H2 n￿est pas vØri￿Øe, tous
les portefeuilles ont mŒme espØrance de rentabilitØ et le problŁme ne prØsente aucun
intØrŒt.
L￿objectif est ici de dØterminer un classement de ces portefeuilles sur la base
des couples Rk et σ2
k = Vkk, toutefois considØrØs dans un ensemble de titres dØter-
minØ. Ceci signi￿e en particulier que l￿indice de performance doit faire intervenir
de maniŁre plus ou moins explicite les autres titres en prØsence. Il s￿agit en fait
de dØ￿nir une relation de prØfØrence ” sur la base des rentabilitØs espØrØes et des
variances de ces rentabilitØs. Cette relation de prØfØrence doit au minimum vØri-
￿er les critŁres ØlØmentaires associØs au problŁme d￿optimisation d￿un agent dans un
espace espØrance-variance, ￿ savoir que de deux portefeuilles ayant mŒme variance
de rentabilitØ, celui qui a une espØrance de rentabilitØ supØrieure est prØfØrØ et si
deux portefeuilles gØnØrent la mŒme rentabilitØ espØrØe, celui qui a la variance de
rentabilitØ la plus faible sera choisi par tout agent.
L￿intØrŒt d￿une relation de prØfØrence gØnØrale rØside dans la possibilitØ de classer
deux portefeuilles dont les espØrances et les variances de rentabilitØ sont classØes dans
le mŒme ordre et qu￿il n￿y a donc pas de relation de dominance Øvidente entre eux.
3.2 L￿Øquation de la frontiŁre eﬃciente
Nous appelons frontiŁre eﬃciente, les combinaisons de SICAV y =( y1,...,yK) solu-











oø 1 est un vecteur de RK dont toutes les composantes sont Øgales ￿ 1 et e dØsigne
la rentabilitØ espØrØe.
Il est utile de remarquer que cette frontiŁre eﬃciente n￿est pas celle que l￿on
obtiendrait ￿ partir de l￿ensemble des titres individuels puisque certains portefeuilles
ne sont pas accessibles ￿ partir de combinaisons de SICAV. De plus cette frontiŁre
est ØvaluØe ￿ l￿aide d￿une suite de valeurs liquidatives qui rØsultent de stratØgies de
portefeuilles dynamiques. Ceci induit une restriction implicite dans l￿utilisation de
cette frontiŁre. En eﬀet, si les objectifs du gØrant changent de maniŁre notoire, en
particulier en termes de risque, le positionnement dans l￿ensemble des portefeuilles













D = BC − A
2
Comme V est dØ￿nie positive, il en est de mŒme de V−1 et de ce fait l￿application
(a,b) → a0V−1b dØ￿nit un produit scalaire sur RK. Comme de plus, 1 et R ne sont
pas colinØaires, l￿inØgalitØ de Cauchy-Schwarz implique que D est strictement positif.
Tout portefeuille y, caractØrisØ par une rentabilitØ espØrØe ρy et une variance de
rentabilitØ σ2












Dans l￿espace espØrance-variance, on retrouve l￿Øquation d￿une parabole dont le






, ce qui apparait en rØØcrivant l￿Øquation 3 sous
















3 . 3 L ep o r t e f e u i l l ed ev a r i a n c em i n i m u m
L￿Øquation ci-dessus permet d￿Ønoncer les propriØtØs du portefeuille de variance min-
imum correspondant au sommet de la frontiŁre eﬃciente.
Lemma 1 Notons xmin ∈ RK le portefeuille de variance minimum caractØrisØ par sa
rentabilitØ e rmin dont les deux premiers moments sont notØs ρmin et σ2
min ;o naa l o r s ,
6Ces notations sont empruntØes ￿ Merton (1972) ; voir aussi Huang-Litzenberger (1988).












On peut alors dØduire de ce lemme le corollaire suivant.





min = V (e rx − e rmin)
DØmonstration : Ce rØsultat est immØdiat en dØveloppant le membre de droite
de l￿ØgalitØ et en appliquant le dernier rØsultat du lemme 1 :










Nous pouvons alors rØØcrire l￿Øquation de la frontiŁre eﬃciente ￿ partir des carac-
tØristiques du portefeuille de variance minimum.
Proposition 3 Tout portefeuille x de la frontiŁre eﬃciente vØri￿e:
E (e rx − e rmin)





































Le corollaire 2 implique que :





Comme E (e rx − e rmin)=ρx − ρmin, on obtient immØdiatement le rØsultat voulu.
84 Une mesure d￿eﬃcience relative des portefeuilles
4.1 DØ￿nition
L￿ØgalitØ 4 permet de construire une mesure d￿ineﬃcience des portefeuilles ￿ partir
des remarques suivantes:
-Si x est eﬃcient, tout portefeuille y tel que ρy < ρx et σy = σx est ineﬃcient et
E(e ry−e rmin)




-Si x est eﬃcient, tout portefeuille y tel que ρy = ρx et σy > σx est ineﬃcient et
E(e ry−e rmin)




A partir de ces remarques, nous pouvons dØ￿n i ru ni n d i c a t e u rd ￿ e ﬃcience de la
maniŁre suivante.
De￿nition 4 Pour tout portefeuille x tel que ρx > ρmin,o nd Ø ￿nit l￿indicateur d￿ef-




E (e rx − e rmin)
V (e rx − e rmin)
2
Sauf mention contraire, cet indicateur sera notØ Ix pour simpli￿er. Il est toutefois
bon de remarquer que deux portefeuilles ayant mŒme espØrance et mŒme variance de
rentabilitØ auront le mŒme indice d￿eﬃcience puisque nous nous situons dans l￿espace
(σ2,e). Le second point important de cette dØ￿nition est qu￿elle est restreinte aux
portefeuilles dont l￿espØrance est supØrieure ￿ ρmin, c￿est-￿-dire ceux qui sont situØs
du ￿bon￿ c￿tØ de la frontiŁre.
Nous avons dØj￿ remarquØ que les portefeuilles eﬃcients vØri￿ent I(x)=1;d e
plus les portefeuilles y se situant sur la droite horizontale d￿ordonnØe A
C (diﬀØrents du
portefeuille de variance minimum) ont un indice d￿eﬃcience I(y) Øgal ￿ 0. Cependant
cet indice n￿est pas dØ￿ni au point (σ2
min,ρmin) alors que ce portefeuille se situe sur la
frontiŁre eﬃciente. Ce problŁme a une interprØtation naturelle ; il vient de la forme
de la frontiŁre eﬃciente qui a une pente in￿nie au point (σ2
min,ρmin). C￿est pourquoi
nous avons pris la prØcaution de dØ￿nir I uniquement pour les portefeuilles vØri￿ant
ρx > ρmin.
4.2 PropriØtØs de l￿indice I
Proposition 5 La fonction I est continue en tout point x tel que ρx > ρmin.
DØmonstration : Soient x et y deux portefeuilles et h un rØel positif ; nous
allons montrer que pour tout portefeuille y on a :
limh→0I((1 − h)x + hy)=I(x)














e r(1−h)x+hy − e rmin
¢
= E ((1 − h)e rx + he ry − e rmin)
V
¡
e r(1−h)x+hy − e rmin
¢
= V ((1 − h)e rx + he ry − e rmin)
= V ((1 − h)e rx + he ry)+σ
2
min − 2cov((1 − h)e rx + he ry;e rmin)
Le lemme 1 i m p l i q u eq u el ed e r n i e rt e r m ed um e m b r ed ed r o i t ee s tØ g a l￿−2σ2
min
d￿oø l￿on dØduit :
V
¡
e r(1−h)x+hy − e rmin
¢
= V ((1 − h)e rx + he ry) − σ
2
min
De plus limh→0V ((1 − h)e rx + he ry)=σ2
x et limh→0E ((1 − h)e rx + he ry)=ex et
l￿on peut ￿ nouveau utiliser la propriØtØ du lemme 1 pour obtenir :
limh→0I((1 − h)x + hy)=I(x)
Dans une Øconomie telle que nous la considØrons, c￿est-￿-dire sans actif sans risque,
tous les portefeuilles de la frontiŁre eﬃciente sont Øquivalents dans le sens oø ils min-
imisent la variance de rentabilitØ pour une espØrance donnØe. Nous n￿imposons pas de
benchmark particulier, comme cela a ØtØ mentionnØ dans l￿introduction. La propriØtØ
suivante caractØrise le portefeuille x∗ situØ sur la frontiŁre eﬃciente et qui prØsente
la mŒme espØrance de rentabilitØ que le portefeuille x. Ce portefeuille interviendra
explicitement dans la caractØrisation de l￿indice Ix.
Proposition 6 Soit x un portefeuille quelconque et x∗ le portefeuille de la frontiŁre
eﬃciente tel que ρx = ρx∗ on a
Cor








oø F est l￿ensemble des portefeuilles de la frontiŁre eﬃciente et Cor(e rx,e ry) est la
corrØlation des rentabilitØs des portefeuilles x et y.
DØmonstration 7
Pour tout portefeuille eﬃcient x∗, il existe un portefeuille xc, appelØ portefeuille
conjuguØ, tel que cov(e rx∗,e rxc)=0 . On sait de plus que l￿espØrance de rentabilitØ de
n￿importe quel portefeuille z vØri￿e:





Cette relation est vraie, en particulier pour x ; par consØquent :
E (e rx)=βx∗xE (e rx∗)+( 1− βx∗x)E (e rxc)
7Ce rØsultat peut-Œtre dØduit directement de la proposition 3 de Kandel-Stambaugh (1987).
Nous donnons cependant une dØmonstration par souci d￿homogØnØitØ.












Pour conclure, il faut utiliser le fait que la tangente ￿ la frontiŁre eﬃciente, (dans
l￿espace espØrance-Øcart-type) en un portefeuille x∗, coupe l￿axe des ordonnØes en un
point dont l￿ordonnØe8 est ρxc. En notant y le portefeuille situØ sur cette tangente
mais vØri￿ant ρx = ρy, on a :
E (e ry) − E (e rxc)
σy
=
E (e rx∗) − E (e rxc)
σx∗




E (e rx) − E (e rxc)




Comme par construction, σy ≤ σx∗, la corrØlation maximale est bien obtenue pour
y = x∗, ce qui achŁve la dØmonstration.
Nous pouvons maintenant traduire la valeur de Ix en termes de ￿distance￿ ￿ la
frontiŁre eﬃciente.
Proposition 7 L￿ i n d i c eIx s￿exprime en fonction de σ2
x∗, σ2
x, σ2













E (e rx − e rmin)


































8Voir Quittard-Pinon (1998), ThØorŁme 3, p 93.








Le complØmentaire ￿ 1 de l￿indice Ix s￿Øcrit :







Les portefeuilles x et x∗oﬀrent la mŒme rentabilitØ, Px mesure de ce fait le pour-
centage de variance ￿gaspillØ￿ par le portefeuille x au regard des opportunitØs d￿in-
vestissement retenues. L￿indice Ix a par ailleurs des propriØtØs gØomØtriques outre le
fait qu￿il est le rapport des tangentes des angles θx et θx∗ oø θx (resp. θx∗) est l￿angle
que fait la droite passant par x (resp x∗) et xmin avec l￿axe horizontal.
4.3 InterprØtation gØomØtrique
Cette interprØtation est fondØe sur la dØ￿nition focale des paraboles que nous rap-
pelons ci-dessous.
De￿nition 8 Soit ∆ u n ed r o i t ee tF un point du plan ; on appelle parabole de foyer
F et de directrice ∆ l￿ensemble des points du plan Øquidistants de F et ∆.
Dans l￿espace (e,σ2), la frontiŁre eﬃciente est une parabole dont le foyer F de
coordonnØes (ρF,σ2
F) vØri￿e ρF = ρmin et la directrice ∆ est une droite horizontale.












si x =( ρx,σ2
x).
On a alors la proposition suivante.
Proposition 9 L ad i s t a n c ee n t r el ep o r t e f e u i l l ed ev a r i a n c em i n i m u me tl ef o y e rd e
la parabole est c = 4D
C .
DØmonstration : voir annexe
ConsidØrons maintenant une courbe de niveau de l￿indice Ix, c￿est-￿-dire l￿ensemble
des portefeuilles vØri￿ant Ix = k<1.



























Il s￿agit encore d￿une parabole de foyer Fk et de directrice ∆k. En utilisant la
mŒme mØthode de dØmonstration que pour la proposition prØcØdente, on obtient la
proposition suivante.




oø FIx est le foyer de la parabole comportant tous les portefeuilles y ayant la mŒme
valeur d￿indice que x,e tF est le foyer de la frontiŁre eﬃciente.
4.4 Exemple
A titre de simple illustration, considØrons 3 fonds, notØs x1,x 2,x 3, caractØrisØs par
















x∗ − 5.45 ￿ 10
−3¢
+2 2 .917(ρx∗ − 0.0927)
2 =0
La matrice X ci-aprŁs donne la composition des trois portefeuilles (en lignes) de la
frontiŁre ayant les mŒmes espØrances de rentabilitØ que les trois fonds initiaux ; V (x∗)













9.2 ￿ 10−3 6.7 ￿ 10−3 22.5 ￿ 10−3 ⁄
￿ comparer aux variances des trois fonds donnØes dans la matrice V.
On voit sur l￿Øquation de la frontiŁre eﬃciente que le premier fonds ne se situe
pas dans la ￿bonne moitiØ￿ et son indice n￿est pas signi￿catif (N.S dans le tableau
13x1 x2 x3
Ix N.S 0.083 0.694
S(r =0 ) 0.8 0.707 0.693
S(r =5 % ) 0.3 0.353 0.404
Table 1: Indice I et ratios de Sharpe
1). Ceci est con￿rmØ par le fait que la variance de rentabilitØ, calculØe ci-dessus est
supØrieure ￿ celle du portefeuille dont la rentabilitØ espØrØe est de 10%. Dans le
tableau 1, nous faisons ￿gurer l￿indice de Sharpe calculØ avec un taux sans risque nul
ainsi qu￿avec un taux Øgal ￿ 5%, ce choix Øtant bien sßr arbitraire mais reprØsentant
une prime de 4% environ pour le portefeuille de variance minimum.
L￿ØlØment que nous souhaitons mettre en avant concerne la rØgularitØ de l￿indice
de Sharpe alors que Ix varie beaucoup entre x2 et x3. Ceci s￿explique par le fait que le
deuxiŁme fonds a un portefeuille x∗ trŁs proche du portefeuille xmin. En consØquence,
une quantitØ importante de ￿risque inutile￿ est prise dans ce fonds, par rapport ￿ ce
qu￿il est possible de faire dans l￿univers des trois fonds. On peut mŒme remarquer
qu￿avec un taux sans risque nul, le sens de variation de Ix et de l￿indice de Sharpe
sont opposØs. Ce phØnomŁne est bien sßr dß ￿ la rØfØrence diﬀØrente pour les deux
indices puisque, comme nous l￿avons mentionnØ ￿ plusieurs reprises, l￿indice Ix est
destinØ ￿ classer les fonds dans un univers limitØ aux fonds que l￿on souhaite classer.
La ￿gure 1 reprØsente les courbes de niveau de l￿indice I pour les valeurs 0.6;0.8
et 1. Les trois foyers correspondants sont reprØsentØs sur la verticale passant par le
sommet de la parabole. Le segment SF joignant le foyer de la frontiŁre eﬃciente au
portefeuille de variance minimum contient tous les foyers des courbes de niveau de
l￿indice pour Ix variant de 0 ￿ 1.
Cependant, un problŁme reste posØ en ce qui concerne les portefeuilles tels que
ρx < ρmin. En eﬀet, mathØmatiquement, le calcul de l￿indice reste possible pour ces
portefeuilles et sa valeur est positive alors que ces portefeuilles ne se situent pas dans
la ￿bonne￿ moitiØ de la frontiŁre.
5 Simulations
5.1 PrØsentation gØnØrale
A￿nd et e s t e rl av a l i d i t Ød el ￿ i n d i c ep r o p o s Øe td ec o m p a r e rl e sr Ø s u l t a t sa v e cc e u x
donnØs par l￿indice de Sharpe notamment, nous simulons des rentabilitØs ￿ partir
d￿un modŁle multifactoriel comme celui dØveloppØ dans le cadre de l￿APT de Ross
(1976). Nous supposons que les rentabilitØs sont engendrØes par un processus du type
suivant:
e rk = E(e rk)+
J X
j=1
βjke Fj +e εk
14Figure 1: Courbes de niveau de l￿indice Ix






oø J dØsigne le nombre de facteurs communs du processus de rentabilitØ, les variables
e Fj dØsignent les facteurs communs et e εk reprØsente le risque spØci￿que de l￿actif k.
Il suﬃt alors de simuler les facteurs communs et le risque spØci￿que en utilisant
l e sh y p o t h Ł s e sd um o d Ł l ed eR o s s ,￿s a v o i r:
cov(e Fj, e Fj0)=δjj0
cov(e Fj,e εk)=0
avec δjj0 Øgal ￿ 1 si j = j0 et 0 sinon.
Le tirage alØatoire des diﬀØrentes variables sera fait selon une loi normale centrØe
rØduite pour les facteurs communs et une loi normale centrØe d￿Øcart-type σk pour les
variables e εk.














Les coeﬃcients βjk sont tirØs selon une loi uniforme sur l￿intervalle [−0.06;0.14],
les σk selon une loi uniforme sur l￿intervalle [0;0,25].
















oø EU et VU dØsignent les espØrance et variance sous la loi uniforme considØrØe.
La variance des rentabilitØs aura donc une valeur moyenne Øgale ￿ 1
3￿10−2+0.0625 =
6.5833 ￿ 10−2 soit un Øcart-type moyen Øgal ￿
√
6.5833 ￿ 10−2 =2 5 ,66%
Le tirage des espØrances de rentabilitØ peut se faire de maniŁre complØtement
alØatoire mais nous avons prØfØrØ introduire un lien entre l￿espØrance et l￿Øcart-type
sous une forme indirecte. Plus prØcisØment, nous avons imposØ la relation :
E(e rk)=σk +0 ,2 ￿ (U − 0,3)
oø U est une loi uniforme sur [0;1].
Il est clair que ce lien est introduit de maniŁre arbitraire ; il s￿agit simplement de
permettre une comparaison entre l￿indice proposØ et l￿indice de Sharpe notamment.
5.2 Illustration
Noua avons simulØ les rentabilitØs de 50 fonds ; la ￿gure 2 donne, dans l￿espace (σ,e)
les positions des portefeuilles ainsi que la frontiŁre eﬃciente.
Figure 2: Portefeuilles dans l￿espace σ − E





















La ￿gure 3 montre la relation entre l￿indice proposØ en abscisse et l￿indice de
Sharpe en ordonnØe. On constate tout d￿abord que I prend des valeurs faibles mais,
rappelons-le, il s￿agit du carrØ de la corrØlation entre le portefeuille concernØ et le
portefeuille de mŒme rentabilitØ espØrØe situØ sur la frontiŁre eﬃciente. De plus,
l￿indice est ￿xØ ￿ 0 pour les fonds dont la rentabilitØ espØrØe est infØrieure ￿ celle
16σ E I S
18,51% 20,08% 0,005 1,085
20,22% 21,68% 0,008 1,072
21,68% 23,28% 0,012 1,074
Table 2: ParamŁtres de trois portefeuilles
du portefeuille de variance minimum. Par ailleurs, comme nous n￿avons pas dØ￿ni
de taux sans risque, l￿indice de Sharpe est calculØ avec un taux sans risque nul ;
il s￿agit donc du rapport de l￿espØrance ￿ l￿Øcart-type de rentabilitØ. Il est ￿ noter
que l￿introduction d￿un taux sans risque ne modi￿e pas l￿allure du nuage de points
mais va rØduire la valeur de l￿indice de Sharpe. On constate donc globalement une
relation quadratique entre les deux indices mais avec de nombreuses interversions de
classement.



















On constate par exemple que trois points ont un indice de Sharpe pratiquement
identique, de l￿ordre de 1,08 avec des valeurs de I variant entre 0.005 et 0.012. Ces
trois portefeuilles sont dØcrits dans le tableau 2.
Ces trois portefeuilles ont des espØrances trŁs proches des Øcart-types, expliquant
la valeur de l￿indice de Sharpe ; toutefois, on constate que dans cette situation, notre
indice privilØgie les portefeuilles ￿ espØrance plus ØlevØe.
175.3 La relation entre I et S
5.3.1 Le cas rf =0
Pour aﬃner quelque peu la comparaison entre I et l￿indice de Sharpe, nous allons
analyser l￿Øvolution de I sur une courbe de niveau de l￿indice de Sharpe. En dautres,
termes, supposons que S est ￿xØ et exprimons l￿indice I en utilisant la relation
E(e rx)=Sσx, en supposant que le taux sans risque est nul.. L￿indice I s￿exprime























































C￿est le dernier terme du produit qui dØtermine le signe de la dØrivØe puisque
le premier est toujours positif par dØ￿nition de S, pour tout portefeuille tel que
ρx > ρmin. Pour les valeurs de S<
σxρmin
σ2
min ,Iest croissant par rapport ￿ σx et il












Sur la ￿gure 4, on constate que cette inØgalitØ divise l￿ensemble des deux porte-
feuilles en deux sous-ensembles. Ceux qui sont situØs au dessus de la droite D voient
la valeur de l￿indice diminuer lorsque l￿Øcart-type augmente et c￿est le phØnomŁne in-
verse qui se produit pour les portefeuilles situØs sous la droite. Rappelons cependant
q u ec er a i s o n n e m e n te s tf a i t￿S constant ce qui implique qu￿une variation ε de σx
correspond ￿ une variation εS de l￿espØrance.
5.3.2 Le cas rf > 0
Si le taux sans risque est strictement poitif, on a la relation :
ρx = Sσx + rf





























































− σx(Sσx + rf − ρmin)
¢
Par dØ￿nition de S, le premier terme du produit est ici encore positif ; le signe























L￿interprØtation gØomØtrique reste identique ￿ celle du cas prØcØdent en prenant
comme axe de rØfØrence la droite y = rf dans l￿espace variance-espØrance. Il suﬃrait
donc dans la ￿gure 4 de dØplacer l￿origine au point (0,r f).
6C o n c l u s i o n
Dans cet article, nous avons proposØ un indicateur d￿eﬃcience relative partant du
principe que le classement de fonds ou de SICAV doit Œtre rØalisØ dans l￿univers d￿in-
vestissement des fonds ￿ classer, indØpendamment des opportunitØs d￿investissement
19existant en dehors de l￿univers rØduit aux fonds dont on souhaite Øtablir le classe-
ment. Cet a priori s￿appuie sur la constatation que l￿Øvolution du nombre de fonds
sur le marchØ de la zone euro conduit ￿ multiplier les catØgories et les benchmarks,
rendant les classements assez peu informatifs lorsqu￿il s￿agit de comparer des fonds
appartenant ￿ deux catØgories diﬀØrentes.
L￿indicateur proposØ a une interprØtation naturelle en termes de maximisation de
la corrØlation avec les portefeuilles de la frontiŁre eﬃciente. Il est aussi en relation avec
l￿indice de Sharpe avec toutefois un point de rØfØrence diﬀØrent puisque les variables
considØrØes sont les Øcarts de rentabilitØ entre le fonds analysØ et le portefeuille de
variance minimum de l￿univers retenu.
En ce sens, il s￿agit d￿une mesure intuitive de l￿eﬃcience dans le cadre que nous
nous sommes ￿xØs. Notre indice souﬀre cependant d￿une faiblesse car il n￿est pas
calculable sur la partie infØrieure de la frontiŁre alors qu￿il peut exister des situations
dans lesquelles certains portefeuilles situØs sur la partie infØrieure de l￿ensemble des
portefeuilles ne sont pas dominØs par des fonds (et non des portefeuilles de fonds)
existant sur la moitiØ supØrieure. La diﬃcultØ provient de la valeur 0 de l￿indice
sur l￿horizontale correspondant ￿ la valeur ρmin. En eﬀet, pour qu￿un indice de per-
formance soit cohØrent, il est nØcessaire que sa valeur diminue quand l￿Øcart-type
augmente, toutes choses Øgales par ailleurs. Il n￿est donc pas aisØ de transposer la
dØ￿nition sur la partie supØrieure ￿ la partie infØrieure.
Les prolongements de ce travail se situent dans au moins deux directions; la pre-
miŁre consiste ￿ rØaliser une Øtude empirique dØveloppØe en intØgrant des catØgories
de fonds de natures diverses de fa￿on ￿ pousser plus avant l￿analyse de la pertinence de
l￿indice proposØ. La seconde direction de recherche concerne la robustesse du classe-
ment obtenu ￿ travers cet indice. En particulier, il s￿agit d￿Øtudier si le classement
obtenu est trŁs sensible ￿ des modi￿cations marginales de l￿univers d￿investissement
retenu. Cette partie est en cours de rØalisation et repose sur des simulations consis-
tant, ￿ partir d￿un univers ￿xØ initialement, ￿ supprimer une partie des fonds et ￿
reconstruire un classement des fonds restants.
20Annexe
DØmonstration de la proposition 9 :























si l￿on considŁre que les points x∗ ont comme coordonnØes (ρx∗,σ2
x∗).



























on obtient donc c = 4D
C .
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